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11. Hal la r  la ecuaci6n de la pardbola de vCrtice en  el  or igcn y d ~ r e c t r i z  l a  
recta x + 5 = 0. 

12. U n a  p a r i b o l a  c u y o  vcrtice e s t i  en el  o r igen  y c u y o  eje coincide con s l  
eje X pasa p o r  el p u n t o  ( -  2 .  4)  . Hal la r  la ecuaci6n d e  la  p a r i b o l a ,  l as  coor -  
denadas del foco ,  la ecuacion d e  la d i rec t r iz  y l a  l o n g i t u d  d e  s u  lado  recto. 

13. U n a  cuerda de la p a r i b o l a  yZ - 4x = 0 es un  sezmento  d e  15 recta 
x - 2 y  + 3 1- 0. Hal la r  su  l o n p i t u d .  

14. Hal la r  la l o n g i t u d  de la cuerda focal  d e  la p a r i b o l a  x 3  + 8y = 0 q u e  e: 
paralela a  la recta 3x + d y  - 7 = 0. 

15. Demost ra r  q u e  la  l o n g i t u d  del  rad io  vector  de cualquicr  p u n t o  
P I  (X I .  yl) de la p a r i b o l a  y2 = 4 p x  es igual  a  I X I  + p 1. 

16. Hal la r  la long i tud  del radio vector  del  p u n t o  de la p a r i b o l a  y2 - 9 x  = 0 
cuya o r d e G d a  IS igual  a  6. 

17. De un  p u n t o  cualquicra de una  p a r i b o l a  se t raza  u n a  perpendicu la r  a l  
c j e .  Dcmost ra r  q u e  esta perpendicular  es media proportional en t re  el l a d o  recto 
y la porc ibn  d r l  eje comprendida entre el v i r t i ce  y el p ie  d e  la perpendicular .  

18. Hal la r  la ecuaci6n d e  la circunferencia q u e  pasa p o r  el vir t ice y 10s p u n -  
recto de la parabola xZ - 4 y  = 0. 
del l ado  recto de u n a  par ibo la  cualquiera se unen con el 
del r j e  con la directr iz .  Demost ra r  q u e  estas rectas son 

perpendiculares en t re  s i .  
20.  U n a  i i rcunferencia c u y o  cen t ro  es el  p u n t o  (4, - 1)  pasa p o r  el foco  

de la par ibo la  x P  + 16y = 0. Demost ra r  q u e  es t angente  a  la d i rec t r iz  de la  
par ibo la .  

21. Hal la r  la ecuacion d e  una par ibo la  t o m a n d o  c o m o  ejes X y Y, el eje 
y la  directr iz  respectivamente. 

E n  cada u n o  de lo r  ejercicios 22-25, ap l icando  la  def in ic ihn  de la par ibo la .  
11allar la ecuaci6n d e  la  parabola a  p a r t i r  de 10s d a t o s  dados.  Reduc i r  la  ecuacion 
a la primera f o r m a  ord inar ia  p o r  t ransforrnacion de coordenadas.  

22. F o c o  ( 3 .  4 ) ,  di rcc t r iz  x - l  = 0.  
23. F o c o  (3 ,  - 5 ) ,  directr iz  y - l  = 0. 
24. Vkrtice (2. 0) . f o c o  (0. 0) . 
25. F o c o  (- 1 ,  I ) ,  d i rec t r iz  x + g - 5 = 0. 

56. Ecuacih de una parabola de vertice (h, k) y eje paralelo a un 
eje coordenado. E'recuenternente nccesitaremos ohtener la ecuaciGn de 
uua padbola cuyo v6rtice no est6 en el origen y cl~yo eje sea pars~lelo , 
y no necesariamente coincidente , a unr, de los ejes coordenados . De 
acuerdo con esto, consideremos la partibola (fig. 79) cuyo vbrtice es 
el punto (h, k )  y cuyo eje es paralelo a1 eje X.  Si 10s ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 0' coin- 
cida con el v6rtice (h, k) , sc sigue, por el teorema 1 del Artlcu- 
lo 55,  que la ecuaci6n de In parAbola con referencia a 10s nuevos 
ejes X f  y Y f  estA dada por 
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que  pueden escribirse aai, 
3 

L a  roluci611 de este s i s t e ~ n a  de tres ecuaciones nos  da 

Susr i tuyendo esros valores en  la ccuacion (8),  obtenemos 

q c e  es la ecuaci6n de la par ibo la  que se buscaba. 
E l  estudiante debe d i b u j a r  la f igura para  este e jemplo  y verificar el hecho d e  

que  las coordenadas de cad1 u n o  de 10s tres p u n t o s  dados  satisfacen la ecuaci6n 
de la par ibo la .  TambiLn debe obtener  la misrna ecnaci6n usando la forma 

( y  - k ) l  = 4 p ( x  - h ) .  

EJEBCICIOB. Grupo 24 

D i b u j a r  para cada ejercicio la f igura  correspondiente.  

1. Deduci r  y d i scu t i r  la ecuacibn ord inar ia  ( x  - h ) l  = 4 p  ( y  - k )  . 
2. P o r  transformation de coordenadas, reducir las d o s  formas  de la segunda 

ecuacibn otdinatia a Ias dos fo rnas  correspondientes de la.primera ecuacidn 
ord inar ia  d e  la parabola.  

3. Demost ra r  quo  s i  se t  i e n e  la ecuaci6n de la par ibo la  en la f a r m a  
( y  - k ) '  = 4 p  (x - h )  . las coordenadas de su foco son  ( h  + p .  k )  . -y la 

ecuacion de su  directr iz  es x  = h - p .  
4.  Demost ra r  quc  si se tiene la ecuaci6n de una  par ibo la  en la b r m a  

( x  - h ) 2  = 4 p  ( y  - k )  , las coordenadas de su  foco son  ( h ,  k  + p ) .  y la 
ecuacibn de su  directr iz  es y  = k - p .  

5. P o r  medio de la primera ecuaci6n ordinaria,  deducir  la s iguiente propie-  
dad geomhtrica de la p a r i b o l a :  S i  desde un  p u n t o  cualquiera de una par ibo la  se 
baja una perpendicular  a  su  eje, el cuadrado de la longi tud  de esta perpendicular  
es igual  a1 producto  de las longitudes de su  lado recto y del segment0 del ejr  
comprendido  entre el pie de dicha perpendicular  y el virrice. T o d a  par ibo la ,  
cualquiera que  sea su  posici6n relativa a 10s ejes coordenados,  posee esta propie-  
dad  geomitr ica llamada p r o p i e d a d  ; n t r i n s e c a  de la par ibo la .  

6. P o r  medio de la propiedad intr inseca de la par ibo la ,  establecida en el 
ejercicio 5 ,  deducir  las dos  formas  de la se;*lnd, ecuaci6n ord inar ia  de dicha 
curva .  

7 .  Hal la r  la ecwaci6n de la par ibo la  cuyos vhrtice y foco son  10s p u n t o s  
( -  4. 3 )  y (- 1. 3 ) .  respectivamente. Hal la r  t ambi in  las ecuaciones dc su 

directr iz  y su eje.  
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8. Hallar la ecuaci69 de la paribola cuyos virtice y foccl-30s puntos  
(3, 3) y (3, l ) ,  respectivamente. Hallar tambiin la ecuaci6n de su directriz y 
la longitud de su lado recto. 

9. La directriz de una paribola es la recta y - 1 = 0, y su foco es el pun-  
to  (4, - 3 ) .  Hallar la ecuaci6n de La paribola por dos mltodos diferentes. 

La directriz de una paribola es la recta x + 5 = 0, y au virtice es el 
punto  (0, 3) . Hallar la ecuaci6n de la paribola por  dos mhtodos diferentes. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 11-15, redizcase la ecuaci6n dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de la paribola,  y hallar las coordenadas del v i r -  
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje. y la longitud del lado recto. 

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando loa ejes coordenados. 
17. Reaolver el ejcrcicio 14 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Discutir la ecuaci6n Ax2+ C y a + D x +  E y+F-0 cuando A - E - F = 0 

y C # O .  D # O .  
19. Reaolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuaci6n en la forma 

( y  - k ) ' = 4 p ( x - h ) .  
20.  Hallar las coordenadaa del foco y el virtice, las ecuaciones de la direc- 

tr iz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del Ar -  
ticulo 56. 

21. Determinar la ecuacion de la familia de paribolas que tienen un foco 
com6n (3. 4) y un eje comun paralelo a1 eje Y. 

22. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = 4x2 + 4x + c. Discutir  
c6mo varia el lugar geomitrico cuando se hace variar el valor del parimetro c. 

23. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = ax2 + bx. Hillese la 
ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por  10s dos puntos (2,  8) 

Hallar la ecuacion de la paribola cuyo eje es paralelo a1 eje X y que pasa ili l '  5 ) .  
por 10s trcs puntos  (0. 0 ) .  (8. - 4) y (3. 1 ) .  

q. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice el punto  (4, - 1 ) .  eje la 
recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto  (3, - 3 ) .  

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela a1 ejc de una 
parhbola corta a ista en uno y solamente en un punto .  

27. Demostrar que la 1 o n g i t u d del radio vector de cualquier pun to  
PI  ( x l ,  y 1) de la paribola (y - k) = 4p ( x  - h )  es igual a 1 x l  - h + p 1. 

28. Hallar la longitud del radio vector del pun to  de la paribola 

cuya ordenada es igual a 3. 
29. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un punto  que se 

mueve de tal manera que au distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del pun to  (1. 1 ) .  

30. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico del centro de una 
circunferencia quo es riempre tangente a la recta y - I - 0 y a la circunferencia 
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L A  PARABOLA 1 6 3  

Resolviendo esta ecuacidn se obtiene rn = 2. - 3. P o r  tanto, por (6) ,  las 
ecuaciones de la$ tangentes buscadas son 

y + 4 = 2 ( x - 2 )  y y + 4 =  - 3 ( x - 2 ) .  
o sea. 

2 x - y - 8 = 0  y 3 x + y - 2 = 0 .  

E l  estudiante debe dibujar la figara correspondiente a este problema. 

EJEBCLCLOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En  cada uno de 10s ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal. subtangente y subnormal, para 
la paribola y el punto de contact0 dados. 

4. P o r  medio del teorema 4 (Art.  57) hallar la ecuaci6n de la tangente del 
ejercicio 1. 

5. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la paribola y' = 4px en 
PI(XI. YI) es y l x  + ~ P Y  = X I Y I  + ~ P Y I .  

6 .  Por  medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuaci6n de la normal 
del e 'ercicio 1. 3 3  Demostrar que las tangentes a una paribola en 10s puntos extremos do 
su a o recto son perpendiculares entre si. 

' Demostrar quo el punto  de intersecci6n de las tangentes del ejercicio 7 
esti  sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 
Art.  5 5 . )  

9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente - 1 a la paribola 
yZ - 8x = 0. 

10. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola xa + 4x + 12y - 8 = 0 
que es paralela a la recta 3x + 9y - 11 = 0. 

11. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola y2 - 2x + 2y + 3 = 0 
quo es perpendicular a la recta 2x + y + 7 = 0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto  (- 3, 3) 
a la paribola y2 - 3x - 8y + 10 = 0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto  (1, 4) a la 
paribola y l  + 3x - 6y + 9 = 0. 

1 4 .  Del punto  ( -  1, - 1) , se trazan dos tangentes a las paribola 

Hallar ei ingulo  agudo formado por estas rectas. 
15. Con  referencia a la paribola ya - 2x + 6y + 9 = 0, hallar 10s valores 

de k para 10s cuales las rectas de la familia x + 2y + k = 0: 

a) cortan a la paribola en dos puntos diferentes; 
b )  son tangentes a la paribola ; 
C) n o  cortan a la paribola. 
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16. Hallar el i ngn lo  agudo de intersecci6n de la recta x - y - 4 = 0 y la 
parabola y" 2x en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

17. Hallar el i ngu lo  agudo de intersection de la circunferencia x" y2 = 25 
y la paribola ~ ~ - 4 ~  - 4  = 0 en uno cualquiera de sus dos puntos  de intersecci6n. 

18. Demostrar que ias parabolas x"4x+8y - 20=0 y x 2  -4x -4y+4=0 
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

19. Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la paribola.  Demostrar que el pun to  de intersecci6n de 
estas rectas esti  sobre la tangente a 11 paribola en el vdrtice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la paribola y" 4 p x  tiene 
por ecuaci6n y = mx - 2pm - pma. 

21. Demostrar que cualquier tangente a una paribola,  except0 la tangente 
en el virtice, corta a la directriz y a1 lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. E n  cualquier punto  P de una parabola. no siendo el virtice. la tan- 
gente y la normal cortan a1 eje de la paribola en 10s puntos  A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que 10s puntos  A, B y P son equidistantes del foco. 

23. P o r  medio del resultado del ejercicio 22; demuistreee a n  procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier pun to  de una parabola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la paribola (y - k)" 4p (x - h ) ,  de 
pendiente m ,  tiene por ecuaci6n y = mx - mh + k + 2, m # 0. 

m 
25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de d i imetro  una cuerda 4" 

focal de una paribola,  es tangente a la directriz. 
, ,. 26. Se han trazado dos circulos cada uno de 10s cuales tiene por  d i imetro  
J,  r * una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de 10s circu- ' 10s pasa por el virtice de la paribola.  

27. Si desde un pun to  exterior P se trazan tangentes a una parabola, el 
segment0 de recta que une los puntos  de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa paribola (vdase el ejercicio 25 del g rupo  18, Ar t .  45) .  Si 
P l  ( X I ,  y l )  es un punto  exterior a la paribola y2 = 4px,  dernudstrese que la 
ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I  es y l  y = 2p ( X  + X I ) .  (Ver  el teore- 

Ar t .  57.) 
28 Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier pun to  de la directriz 

A e  "0 a paribola pqsa por su foco. 
4 29. Demostrar que el Iugar geomitrico d i  10s puntos  medios de un sisterna 

de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela a1 eje. Esta recta se 
llama diametro de la parabola. 

30. Hallar la ecuaci6n del d i imetro  de la paribola yl = 16x para un sisterna 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 

58. La funci6n cuadrAtica. La forma 

en donde , a ,  b  y c son constantes y a # 0 ,  se llama juncidn cuadrd- 
tica de z , o tn'nomio de segundo grado , y puede ser investigada por 
medio de la relaciGn 

y = az2 + bx,+ c . (2)  
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