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11, Hallar la ecuacién de la paribola de vértice en el origen y directriz 1a
recta x + 5 = Q,

12, Una paribola cuyo vértice esti en el origen y cuyo eje coincide con el
eje X pasa porel punto (— 2, 4). Hallar la ecuacidn de la paribola, las coor-
denadas del foco, la ecuacién de la directriz. y la longitud de su lado recto,

183, Una cuerda de la paribola y? — 4x =0 es un segmento de la recta
x — 2y +3 = 0. Hallar su longitud.

14, Hallar la longitud de la cuerda focal de la paribola x2 4 8y = 0 que es
paralela ala recta 3x 4y — 7 = 0.

15. Demostear que la longitud del radio vector de cualquier punto
Py(x1, y1) dela paribola y? = 4px esiguala |x:1 4+ p|.

16, Hallar 1a longitud del radio vector del punto de la paribola ¢y2 —9x =0
cuya ordemnyda es igual a 6.

17. De un punto cualquicra de una paribola se traza una perpendicular al
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto
y la porcién del eje comprendida entre el vértice y el pie de la perpendicular,

18, Hallar 1a ecuacién de la circunferencia que pasa porel vértice y los pun-
tos extremos del lado recto de la paribola x? — 4y = Q.

19} Los extremos del lado recto de una paribola cualquiera se unen con el
punto de interseccidn del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son
perpendiculares entre si. :

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto (4, — 1) pasa por el foco
de la paribola x? 4 16y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la
paribola.

Hallar la ecuacién de una paribola tomando como ejes X v Y, el eje
y la directriz respectivamente. ’

En cada uno de los ejercicios 22-25, aplicando la definicién de la parabola,
hallar 1a ecuacidn de la parabola a partir de Jos datos dados. Reducirla ecuacion
a la primera forma ordinaria por transformacidon de coordenadas.

22. Foco (3, 4), directriz x —1 =0,

23. Foco (3, —5), directriz y —1 = 0,

24. Viértice (2, 0), foco (0, 0).

25. Foco (— 1, 1), directriz x4+ y— 5 = 0.

56. Ecuacién de una parabola de vértice (h, k) y eje paralelo a un
eje coordenado. K'recuentemente necesitaremos obtener la ecuacion de
una pardbola cuyo vértice no esté en el origen y cuyo eje sea paralelo,
y no necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De
acuerdo con esto, consideremos la paribola (fig. 79) cuyo vértice es
el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. Si los ejes coor-
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen O’ eoin-
cida con el vértice (h, k), sc sigue, por el teorema 1 del Articu-
lo 55, que la ecuacién de la paribola con referencia a los nuevos
ejes X’/ y Y’ estd dada por

ym =4px’, (1)
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que pueden escribirse asi,

‘
%D'— E'+F'=—1,
SE' 4 F' = — 25,
6D’ + 7E' — F/ = 49,

La solucién de este sistema de tres ecuaciones nos da
D'=8 E'=—2, F'=—15,
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (8), obtenemos
y?* + & ~ 2y = 15 =0.

que es la ecuacidn de la paribola que se buscaba.

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo y verificar el hecho de
que las coordenadas de cadr uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuacién
de la paribola. También debe obtener la misma ecnacién usando la forma

(y—k)?=4p(x —h).

EBEJERCICIOS. Grupo 24

Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente.

1. Deducir y discutir la ecuacidén ordinaria (x — h)2 = 4p(y — k).

2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de 1a segunda
ecuacidn ordinaria 2 {as dos formas correspondientes de la-primera ecuacidn
ordinaria de la paribola.

8. Demostrar que si se tiene la ecuacién de la paribola en la ferma
(y — k)2 =4p(x — h), las coordenadas de su foco son (h+ p. k),-y la
ecuacidn de su directriz es x = h — p.

4. Demostrar que si se tiene la ecuacidn de una paribola en la f0rma
(x — h)2=4p(y — k), las coordenadas de su foco son (h, K+ p). v la
ecuacidén de su directrizes y = k — p.

5, Por medio de la primera ecuacién ordinaria, deducir la siguiente propie-
dad geométrica de la paribola: Si desde un punto cualquiera de una paribola se
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje¢
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el vértice. Toda paribola,
cualquiera que sea su posicién relativa a los ejes coordenados, posee esta propie-
dad geométrica llamada propiedad intrinseca de la paribola.

6. Por medio de la propiedad intrinseca de la paribola, establecida en el
cjercicio 5, deducir las dos formas de la segund. ecuacién ordinaria de dicha
curva.

' Hallar la ecwvacidén de la paribola cuyos vértice y foco sonm los puntos
(=4, 3) y (—1, 3), respectivamente. Hallar también las ecuaciones de su
directriz y su eje.
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8. Hallar la ecuaciég de la paribola cuyos vértice y foco sap-ios puntos
(3. 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuacidn de su directriz y
la longitud de su lado recto.
9, Ladirectriz de una paribola esla recta y — | = 0, y su foco es el pun-
to (4, — 3). Hallar la ecuacién de la paribola por dos métodos diferentes.
La directriz de una pardbola es la recta x + 5 = 0, y su vértice es el
punto (0, 3). Hallar la ecuacidn de la paribola por dos métodos diferentes.

En cada uno de los ejercicios 11-15, redazcase la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacidn de la paribola, y hallar las coordenadas del vér-
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto.

(AD. 4y? — 48x — 20y = 71. 14, 4x? 4+ 48y + 12x = 159,
12, 9x2 4 24x + 72y 4+ 16 = 0. 16. y =ax? 4+ bx 4 c.

@ y? 4 4x =7.

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados.

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados.

18. Discutir la ecuacién Ax2+ Cy3+ Dx+ Ey+F =0 cuando A = E F=(
y C#0, D0

19, Resolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuacidn en la forma
(y—=R)2=4p(x —h).

20. Hallar las coordenadas del foco y el vértice, las ecuaciones de la direc-
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del Ar-
ticulo 56.

21. Determinar la ecuacién de la familia de paribolas que tlenen un foco
comian (3, 4) y un eje comin paralelo al eje Y.

- 22, Laecuacién de una familia de paribolas es y = 4x? 4+ 4x + c¢. Discutir
cémo varia el lugar geométrico cuando se hace variar el valor del parimetro ¢.

La ecuacién de una familia de paribolas es y = ax? + bx. Hillese la
ecuation del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8)

y 5).

h Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa
por los tres puntos (0, 0), (8, —4) y (3. 1). .

. Hallar 1a ecuacién de la pardbola de vértice el punto (4 — 1), eje la

recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto (3, — 3).

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una
parabola corta a ésta en uno y solamente en un punto.

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto
P1(x1, y1) dela pardbola (y — k)2 =4p(x — h) esiguala [x1 — h + p|.

28, Hallar 1a longitud del radio vector del punto de la paribola

y*+4x 4+ 2y —19=90

cuya ordenada es igual a 3.

29. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades
mayor que su distancia del punto (1, 1).

30. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que es siempre tangente a la recta y — | = 0 y a la circunferencia

B4yt =9,
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Resolviendo esta ecuacién se obtiene m =2, — 3. Por tanto, por (6), las
ecuaciones de las tangentes buscadas son '

y+4=2(x—2) vy y+4=-3(x-2),
O Ssea,
2x —-y—8=0 vy 3x+4y—2=0.

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este problema.

EJERCICIOS. Grupo 26

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada ano de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y Ia
normal y las longitudes de la tangente, normal. subtangente y subnormal, para
la paribola y el punto de contacto dados.

(1) v —4x=0; (1, 2).
2, y3I+4x+2¢+9=0; (=6, 3).
x2—bx+5y—11=0; (=2, —1).

4. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecnacién de la tangente del
ejercicio 1.

5. Demostrar que la ecuacién de la normal a la paribola y? = 4px en
Pi(x1, y1) e yi1x + 2py = x1y1 + 2py:.

6. Por medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuacién de la normal

del ejercicio 1.
L @ Demostrar que las tangentes a una paribola en los puntos extremos de

a&ko su [ado recto son perpendiculares entre si.
' v @ Demostrar que el punto de interseccion de las tangentes del ejercicio 7
esti sobre la directriz de Ja parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23,

Art, 55.)

Hallar la ecuacién de la tangente de pendiente — 1 a la paribola
y? — 8x = 0.

10, Hallar 1a ecuacién de la tangente a la paridbola x3 +4x + 12y — 8 =0
que es paralela a la recta 3x + 9y — 11 = 0.

11. Hallar la ecuacion de la tangente a la paribola y? - 2x +2y +3 =0
que es perpendicular a la recta 2x +y +7 = 0.

12, Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (— 3, 3)
a la paribola y2 —3x — 8y + 10 = 0.

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (1, 4) a la
paribola y? 4+ 3x — 6y +9 = 0.

14. Del punto (— 1, — 1), se trazan dos tangentes a las parabola

y?—x+4y +6=0.

Hallar ei dngulo agudo formado por estas rectas.
15. Con referencia a la paribola y2 — 2x + 6y + 9 = 0, hallar los valores
de k para los cuales las rectas de la familia x + 2y + & = 0:

a) cortan a la parabola en dos puntos diferentes;
b) son tangentes a la paribola;
¢) no cortan a la paribola.
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Hallar el 4ngulo agudo de interseccién de la recta x —y —4 =0y la
parabola y2 = 2x en cada uno de sus puntos de interseccién.

17. Hallar el dngulo agudo de interseccién de la circunferencia x2 + y2 = 25
y la pardbola x> -4y —4 =0 en uno cualquiera de sus dos puntos de interseccidn.

‘ Demostrar que las paribolas x?2 —4x 4+ 8y —20=0 y x2 —4x —4y+4=0
sonortogonales entre si en cada uno de sus puntos de interseccién.

19, Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una
tangente cualquiera a la paribola. Demostrar que el punto de interseccién de
estas rectas estd sobre la tangente a la paribola en el vértice.

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la paribola y? = 4 px tiene
por ecuacién y = mx — 2pm — pm?3.

21. Demostrar que cualquier tangente a una paribola, excepto la tangente
en el vértice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en
puntos que son equidistantes del foco.

22. En cualquier punto P de una paribola. no siendo el vértice. la tan-
gente y la normal cortan al eje de la paribola en los puntos A y B, respectiva-
mente. Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco.

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuéstrese un procedimiento
para trazar la tangente y 1a normal en cualquier punto de una paribola dada.

24, Demostrar que la tangente a la paribola (y — k)2 =4p(x — h), de

pendiente m, tiene por ecuacién y = mx — mh + k + -2, m #0.
m

1 25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de didmetro una cuerda
focal de una paribola, es tangente a fa directriz.
» . % 26, Sehan trazado doscirculos cada uno de los cuales tiene por diametro

/

“-% " una cuerda focal de una paribola. Demostrar que la cuerda comin de los circu-

‘' los pasa por el vértice de la pardbola.

27. Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una paribola, el
segmento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto
de P para esa paribola (véase el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45). Si
Pi(x1. y1) es un punto exterior a la paribola y? = 4px, demuéstrese que la

ecuacién de la cuerda de contacto de Py es yiy = 2p (x + x1). (Ver el teore-

ma 4, Art. 57.)
* Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz
»/Ze ha paribala pasa por su foco.
™~ 29, Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de un sistema
de cuerdas paralelas de una paribola es una recta paralela al eje. Esta recta se
1lama didmetro de la parabola.
30. Hallar la ecuacién del didmetro de la pardbola y? = 16x para un sistema
de cuerdas paralelas de pendiente 2.

58. La funcién cuadratica. La forma
az* 4+ bz + ¢, (1)

en donde, a, by c son constantes y a = 0, se llama funcién cuadrd-
tica de =, o trinomio de segundo grado, y puede ser investigada por
medio de la relaciéon

Y= a1:2+bx'+ c. (2)
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